






































































2 ( )2 f tx x x
m
    
( ) sin( ( ))f t A t
0
( ) ( )
t
t d   
2 2alt







































22 21 (2 )
steady state
A
x
 



 

 
• Validation by comparing
response with numerical 
solution.
Stress Response Zoom‐In
• Validation also shown in damage  accumulation plot; error in 
analytical steady‐state method is <1% (t ≤ 1/120fn required).
Analytical Solution Validation
• This assumption good with high FPR, driving                     ratio up.
• FFT of speed shows mostly below 100 hz, very low compared 
with natural frequency.
FFT of Speed also shows Analytical Sol’n Validity
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“Dither Life Ratio” for Specified Excitation History
• Calculation of damage performed considering dither for specific 
10 sec. window.
• Damage calculaƟon assuming constant resonant excitaƟon →   
2.135 times more damage, call it “Dither Life Ratio”.
• During design phase, actual speed time histories unknown, but 
statistics from similar engines known.
• Prompted development of Monte Carlo method using rapid 
analytical solution.
Monte Carlo for Unknown Frequency History
• Speed vector created using 
Normal statistical distribution. 
• Powerpack data → std dev 
=38.6 hz (cov=0.129%). 
• MC results linear because rate 
of change of frequency 
variation not correct (and very 
high), but damage 
accumulation is accurate on 
the average.
• Larger for high COV for speed, since more time spent off‐resonance.
• Larger for small , since peaks are sharper and time spent off‐
resonance will have less response.
Sensitivity of DLR to speed COV and 
Blue Points – data
Red Curves ‐ fits
• Numerical and Analytical methods developed to determine damage 
accumulation in specific engine components when speed variation 
included.
• Dither Life Ratio shown to be well over factor of 2 for specific case.
• Steady‐State assumption shown to be accurate for most turbopump 
cases, allowing rapid calculation of DLR.
• If hot‐fire speed data unknown, Monte Carlo method developed that 
uses speed statistics for similar engines.
• Application of techniques allow analyst to reduce both uncertainty 
and excess conservatism.
• High values of DLR could allow  previously unacceptable part  to pass 
HCF criteria without redesign.
• Given benefit and ease of implementation, recommend that any finite 
life turbomachine component analysis adopt these techniques.
Conclusions
